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ABSTRAKT, KLÍČOVÁ SLOVA 
 ABSTRAKT 
    Bakalářská práce je zaměřena na přístup k výpočtům deformačních vlastností jednotlivých 
typů 2D nosníků. Jedná se o výpočty natočení a průhybů dílčích typů nosníků. Také se zabývá 
přístupem k výsledkům pomocí obecného řešení, nebo také pomocí Castiglianovi věty a 
nakonec pomocí energie napjatosti. Nedílnou součásti práce je i seznam kvadratických 
momentů, průřezových modulů a také využití Steinerovy věty. 
KLÍČOVÁ SLOVA 
Nosník staticky určitý, nosník staticky neurčitý, obecný přístup, Castiglianova věta, energie 
napjatosti, kvadratické momenty, průřezové moduly. 
ABSTRACT 
    Bachelor thesis is focused on stress and strain calculations of 2D beams, concerning 
rotation and deflection on partial beams. Calculations are approached using general solution, 
Castigliano's theorem and stress energy approach. An integral part of the thesis is also a list 
of quadratic moments, cross-section characteristics and the utilization of Steiner theorem 
(Parallel axis theorem). 
KEYWORDS 
Statically determined beem, statically indeterminate beam, general solution, Castigliano's 
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METODY VÝTOČTU PRŮHYBU A NATOČENÍ NOSNÍKŮ 
 
Obr. 1 Částečné uvolnění nosníku 1 s VVÚ 
1 METODY VÝPOČTU PRŮHYBU A NATOČENÍ NOSTNÍKŮ 
1.1 STATICKY URČITÝ NOSNÍK I 

















    
𝑅𝐴 = 𝐹 (1)  
𝑀𝑂𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑙 (2)  
𝑀𝑜(𝑥) = 𝐹. 𝑥 (3)  
𝑥 ∈ (0; 𝑙)  
Těžiště plochy statického momentu je 
2
3
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METODY VÝTOČTU PRŮHYBU A NATOČENÍ NOSNÍKŮ 
 
Obr. 2 Částečné uvolnění nosníku 1 s posouvající silou 
1.1.1 OBECNÉ ŘEŠENÍ 
 
 𝑊 =

















1.1.2 ŘEŠENÍ PRŮHYBU ENERGIE NAPJATOSTI 
    Je-li materiál tělesa lineárně pružný, je deformační práce vykonaná soustavou silových 
působení rovna energii napjatosti W akumulované v tělese  
Celková energie napjatosti akumulovaná v tělese zatíženém soustavou silových 
působení je v lineární PP dána superpozicí energií napjatostí akumulovaných v tělese od 
jednotlivých prvků této soustavy. 
    Množství energie napjatosti akumulované v tělese není závislé na historii zatěžování, ale 
pouze na aktuálním stavu soustavy silových působení . Energie napjatosti je tedy stavovou 
funkcí. [1] 









𝑥 ∈ (0; 𝑙) 
∑𝐹𝑥 = 0 => 𝑇 − 𝐹 = 0 => 𝐹 = 𝑇 (5)  
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∑𝑀𝑜 = 0 => −𝐹. 𝑥 + 𝑀𝑜 = 0 => 𝑀𝑜 = 𝐹. 𝑥 (7)  
Počáteční podmínky: 
 
𝑊(𝑥 = 𝑙) = 0 (8)  



















































 [2] (12)  
𝑦 - posuv působiště síly F ve směru síly F 










































2 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
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METODY VÝTOČTU PRŮHYBU A NATOČENÍ NOSNÍKŮ 
 
1.2 STATICKY URČITÝ NOSNÍK II - ŘEŠENÍ POMOCÍ CASTIGLIANOVY VĚTY 
    
 
CASTIGLIANOVA VĚTA: 
    Působí-li na lineárně pružné těleso (soustavu) silová soustava, pak posuv 𝑦 působiště síly 𝐹𝑗⃗⃗  






 (15)  
    Úhel natočení 𝜑𝑗 přímky spojené s působištěm silové dvojice 𝑀𝑗⃗⃗ ⃗⃗  v rovině jejího působení 





 (16)  
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∑𝐹𝑦 = 𝑅𝐴 − 𝑞 ∙ 𝑏 + 𝑅𝐵 = 0 (17)  
∑𝑀𝐴 = −𝑞 ∙ 𝑏 ∙ (𝑎 +
𝑏
2
) + 𝑅𝐵 ∙ (2 ∙ 𝑎 + 𝑏) = 0 (18)  
𝑅𝐵 =




2 ∙ 𝑎 + 𝑏
=
𝑞 ∙ 𝑏 ∙ (
2 ∙ 𝑎 + 𝑏
2
)































) (21)  
 













            Obr. 6 Úplné uvolnění nosníku 2 řez III. 












∙ (𝑎 + 𝑥) −
𝑞 ∙ 𝑥2
2











+ 𝑥) − 







− 𝐹𝐷 ∙ 𝑥 
(24)  
Obr. 4 Úplné uvolnění nosníku 2 řez I. 
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{∫ 𝑀𝑜𝐼 ∙ 0 ∙ 𝑑𝑥
𝑎
0









+ ∫ 𝑀𝑜𝐼𝑉 ∙ (−
𝑏
2





























∙ (𝑎 + 𝑏 + 𝑥) ∙ (
𝑏
2













𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥
2
−
𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
4
−
𝑞 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
2
+












] ∙ 𝑑𝑥 + 
 




∙ (𝑎 + 𝑏 + 𝑥) − 𝑞 ∙ 𝑏 ∙ (
𝑏
2
+ 𝑥) − 𝐹𝐷 ∙ (
𝑏
2
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+∫ [−






𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
4
−
𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥
2
−













𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
1
+
𝑞 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
1
















] ∙ 𝑑𝑥 + 
+∫ [−
𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏2
4
+





𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥
2
+
𝑞 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
2





𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
4
−











𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
4
+
𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥2
8
−
𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
4
+



















𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏2
4
+
𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏2
8
− 
𝑞 ∙ 𝑎3 ∙ 𝑏
4
+







𝑞 ∙ 𝑎3 ∙ 𝑏
12
−
𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏2
8
−


















∙ 𝑥 − 𝑀𝐷 (27)  
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∙ (𝑎 + 𝑥) −
𝑞 ∙ 𝑥2
2


















− 𝐹𝐷 ∙ 𝑥 
(29)  




∙ (𝑎 + 𝑏 + 𝑥) − 𝑞 ∙ 𝑏 ∙ (
𝑏
2
+ 𝑥) − 𝑀𝐷 (30)  
Obr. 9 Úplné uvolnění nosníku 2 řez II. 
Obr. 10 Úplné uvolnění nosníku 2 řez III. 
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∙ 𝑑𝑥 + ∫ 𝑀𝑜𝐼𝐼 ∙
𝜕𝑀𝑜𝐼𝐼
𝜕𝑀𝐷





































∙ (𝑎 + 𝑥) −
𝑞 ∙ 𝑥2
2







∙ (𝑎 + 𝑏 + 𝑥) − 𝑞 ∙ 𝑏 ∙ (
𝑏
2














𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥
2
+










𝑞 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥
2
+
𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
2
+
𝑞 ∙ 𝑏 ∙ 𝑥2
4
−
𝑞 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑥
2
−










𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏
2
+











𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏
4
+









𝑞 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏
2
−
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1.3.1 OBECNÉ ŘEŠENÍ 
𝑊 =
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2 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
𝑑𝑥 =
1
2 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼







































































































+ 𝑥) − 𝐹 ∙ 𝑥 (35)  
  
Obr. 13 Úplné uvolnění nosníku 3 řez I. 
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∙ 𝑥 + 𝑥2) − 𝐹2 ∙ 𝑥 ∙ (
𝐿
2















𝐹2 ∙ 𝐿 ∙ 𝑥
2


























































































7 ∙ 𝐹2 ∙ 𝐿3
96













 (39)  
  





2 ∙ 𝐹 ∙ 𝐿3
96 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
=
𝐹 ∙ 𝐿3
48 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
 (40)  






16 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼
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Obr. 15 Úplné uvolnění nosníku 4 







∑𝐹𝑥 = 0 (42)  
∑𝐹𝑦 = 0 => 𝑅𝐴 + 𝑅𝐵 − 𝐹 = 0  =>  𝑅𝐴 = 𝐹 − 𝑅𝐵 (43)  
∑𝑀𝐴 = 0 => −𝑅𝐵. 𝑙 + 𝐹. 2. 𝑙 + 𝑀 => 𝑀 = +𝑅𝐵 . 𝑙 − 2. 𝐹. 𝑙 (44)  
Máme 3 neznáme a 2 použitelné rovnice => 1x staticky neurčítá úloha. 
Zavedeme deformační podmínku: 𝑦𝐵 = 0𝑚𝑚 







𝑥1 ∈ (0; 𝑙)  
𝑀𝑂𝐼 = 𝐹 ∙ 𝑥1 (45)  
𝜕 𝑀𝑂𝐼
𝜕 𝑅𝐵
= 0 (46)  
𝑥2 ∈ (0; 𝑙)  
𝑀𝑜𝐼𝐼 = 𝐹 ∙ (𝑙 + 𝑥2) − 𝑅𝐵 ∙ 𝑥2 (47)  
𝜕 𝑀𝑂𝐼𝐼
𝜕 𝑅𝐵
= −𝑥2 (48)  
Obr. 16 Úplné uvolnění nosníku 4 řez I. 
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Dosadíme do rovnic rovnováhy. 
𝑅𝐴 = 𝐹 − 𝑅𝐵 = 𝐹 −
5
2




𝑀 = +𝑅𝐵. 𝑙 − 2. 𝐹. 𝑙 =
5
2
. 𝐹. 𝑙 − 2. 𝐹. 𝑙 =
1
2













)0𝑑𝑥1 + ∫ (𝐹(𝑙 + 𝑥2) − 𝑅𝐵 .
𝑙
0








+ 𝑅𝐵 . 𝑥2




























































𝑥1 ∈ (0; 𝑙)  
𝑀𝑂𝐼 = 𝐹 ∙ 𝑥1 (50)  
𝜕 𝑀𝑂𝐼
𝜕 𝐹
= 𝑥1 (51)  
𝑥2 ∈ (0; 𝑙)  
𝑀𝑜𝐼𝐼 = 𝐹 ∙ (𝑙 + 𝑥2) −
5
2






. 𝑥2 (53)  
Obr. 18 Úplné uvolnění nosníku 4 řez I. 
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1.5 STATICKY NEURČITÝ NOSNÍK V- VÝPOČET REAKCÍ NOSNÍKU POMOCÍ 
CASTIGLIANOVY VĚTY  
 
 
∑𝐹𝑥 = 0 = 𝑅𝐴𝑥 (55)  
∑𝐹𝑦 = 0 => 𝑅𝐴𝑦 + 𝑅𝐵 + 𝑅𝐶 − 𝑞. 𝑙  =>  𝑅𝐵 = 𝑞. 𝑙 − 𝑅𝐴𝑦 − 𝑅𝐶 (56)  
∑𝑀𝐴 = 𝑅𝐵 . 𝑙 + 𝑅𝐶 . 2. 𝑙 − 𝑞.
𝑙2
2














(∫ (𝐹. 𝑥1. 𝑥1
𝑙
0




















+ ∫ ((𝐹. 𝑙 + 𝐹. 𝑥2 −
5
2













+ ∫ (𝐹. 𝑙2 −
3
2
. 𝐹. 𝑙. 𝑥2 −
3
2
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Zavedeme deformační podmínku: 𝑦𝐴 = 0𝑚𝑚  
Průhyb nebo natočení v bodě A je nulové => Parciální derivace podle RAy 
 






𝑥1 ∈ (0; 𝑙)  




 (58)  
𝜕 𝑀𝑂𝐼
𝜕 𝑅𝐴𝑦
= 𝑥1 (59)  
𝑥1 ∈ (0; 𝑙)  
𝑀𝑂𝐼𝐼 = (𝑅𝐶 ∙ 𝑥2 = 𝑅𝐴𝑦 − 𝑞.
𝑙
2
) . 𝑥2 (60)  
𝜕 𝑀𝑂𝐼𝐼
𝜕 𝑅𝐴𝑦
= 𝑥2 (61)  
𝑅𝐶 = 𝑅𝐴𝑦 −
𝑞. 𝑙
2
=> 𝑅𝐶 = −
1
16
. 𝑞. 𝑙 
(62)  
𝑅𝐵 = −𝑅𝐴𝑦 − 𝑅𝐶 + 𝑞. 𝑙 => 𝐵 =
5
8
. 𝑞. 𝑙 
(63)  
𝑦𝐴 = 0 =
1
𝐸. 𝐼





















































































=>  𝐴 =
7
16
. 𝑞. 𝑙 
(64)  
Obr. 21 Úplné uvolnění nosníku 5 řez I. 
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2 PŘÍKLADY NOSNÍKŮ STATICKY URČITÝCH A NEURČITYCH 
    Nosníky jsou rozděleny do skupin, podle druhu uložení, které závisí na podmínkách 
statické určitosti. 
Rovnice z této kapitoly jsou převzaty dle [4]. 
2.1 PŘÍKLADY NOSNÍKŮ STATICKY URČITÝCH 
 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑙 (65)  








 (67)  
 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑎 (68)  




 (69)  







. 𝑎 + 𝑏)        (70)  
 
Obr. 23 Částečné uvolnění nosníku 6 
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𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹1. 𝑎1 + 𝐹2. 𝑎2 + 𝐹3. 𝑎3 …+𝐹𝑛. 𝑎𝑛 = ∑𝐹𝑖 . 𝑎 (71)  





2 + 𝐹2. 𝑎2





































𝑀𝑚𝑎𝑥 = ∑𝐹𝑖 . 𝑎  (74)  





2  (75)  
Obr. 25 Částečné uvolnění nosníku 8 
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 ;  y=
𝑄. 𝑙3
8. 𝐸. 𝐼








𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑄. (
𝑏
2
+ 𝑎) (79)  




     (81)  
 
 y =
𝐹1. 𝑒1 + 𝐹2. 𝑒2
𝐸. 𝐼
 (82)  
   
Obr. 28 Částečné uvolnění nosníku 11 
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4. 𝑎 + 3. 𝑏
2(𝑎 + 𝑏)






. 𝑄. 𝑙 (87)  












  𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑙 +
1
2





















) (92)  
Obr. 29 Částečné uvolnění nosníku 12 
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. 𝑄1. 𝑙 +
1
3




 (2. 𝑄1+𝑄2). 𝑙















𝑄. 𝑙 + ∑𝐹𝑖. 𝑎 (96)  
















2. (2. 𝑙 + 𝑏) (98)  
Obr. 31 Částečné uvolnění nosníku 14 
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PŘÍKLADY NOSNÍKŮ STATICKY URČITÝCH A NEURČITÝCH 
 
 
















 (101)  




             Obr. 34 Úplné uvolnění 









 (103)  




 (105)  
(v místě C) 
Největší prohnutí  ymax  je vždy v delším poli (nikoli v nebezpečném místě a to v místě D). 
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(b + 𝑙) = √
𝑎. (2. 𝑙 − 𝑎)
3
 (106)  
𝑦𝑚𝑎𝑥 =
𝐹. (𝑙 − 𝑎). 𝑥0
3







. (𝑏 + 𝑙)3 (107)  




. (𝑎 + 𝑙) = √
𝑏. (2. 𝑙 − 𝑏)
3
 (108)  
𝑦𝑚𝑎𝑥 =
𝐹. (𝑙 − 𝑏). 𝑥0
3











Pokud F1>RA;  je Mmax (v místě C) 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑅𝐴. 𝑎 (112)  
Pokud F2>RB;  je Mmax (v místě D) 
𝑀𝑚𝑎𝑥 = −𝑅𝐵 . 𝑏 (113)  
Pokud  𝐹1 = 𝑅𝐴 je  𝐹2 = 𝑅𝐵 :    
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑅𝐴 ve všech místěch úseku CD nosníku. (114)  
Poněvadž výraz pro ymax  je velmi složitý, uvádějí se zde výrazy pro y (v místech C a D) 
  𝑅𝐴 =
𝐹1. (𝑙 − 𝑎) + 𝐹2. 𝑏
𝑙
 (110)  
  𝑅𝐵 =
𝐹1. 𝑎 + 𝐹2. (𝑙 − 𝑏)
𝑙
 (111)  
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6. 𝐸. 𝐼. 𝑙
[2. 𝐹1. 𝑎
2(𝑙 − 𝑎)2 + 𝐹2. 𝑎. 𝑏. (𝑙
2 − 𝑎2 − 𝑏2)] (115)  
𝑦𝐷 =
1
6. 𝐸. 𝐼. 𝑙
[𝐹1. 𝑎. 𝑏. (𝑙
2 − 𝑎2 − 𝑏2) + 2. 𝐹2. 𝑏





(3. 𝑙2 − 4. 𝑎2) (119)  
Uprostřed nosníku.  



















 (122)  
𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 = 𝐹 (117)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑎  (118)  




Obr. 36 Úplné uvolnění nosníku 19 
Obr. 37 Úplné 
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𝑅𝐴 + 𝑅𝐵 = ∑𝐹𝑖  (123)  
Nebezpečné místo vyšetříme takto: 
Po stanovení reakcí, sčítáme osamělé břemena postupně od jedné podpory směrem k druhé, 
až jejich součet přestoupí hodnotu reakce (na straně, od které jsme břemena sčítali), nebo se jí 
rovná.  
Místo, ve kterém se to stane, je nebezpečné a v něm Mmax se rovná algebraickému součtu 
statických momentů všech vnějších sil (tedy i příslušné reakce) po jedné straně tohoto místa.  
V případě, že součet břemen, který je pod některým z nic roven reakci, je v tomto místě  
posouvající síla rovna nule, a proto všechny místa mezi tímto a dalším břemenem, jsou stejně 
nebezpečné a Mmax  v tomto úseku nostíku je konstatní. [4][5] 
 
 




 (128)  












 (125)  
𝑅𝐵 − 𝑅𝐴 = 𝐹 (126)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑎 (127)  
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𝑅𝐴 =    𝑅𝐵 = 𝐹 (131)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐹. 𝑎 (132)  








 (134)  
Uprostřed nosníku. 












Zatížení nosníku pohyblivým břemenem. 
Při pohybu břemene F se obě reakce a ohybové momenty pod břemenem mění.  
Obr. 39 Úplné uvolnění 
nosníku 22 
Obr. 40 Úplné 
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 (136)  
Ohybové momenty se pod silou F při pohybu břemene mění podle paraboly se souvislou 




 (137)  
Z něhož se stanoví průřez. Moment (v místě C), pokud se břemeno pohybuje  
(v části nostníku mezi A a C), je: 
𝑀𝑐 = 𝑅𝐴. 𝑎 − 𝐹. (𝑎 − 𝑥) = 𝐹.
𝑎. (𝑙 − 𝑥)
𝑙
− 𝐹. (𝑎 − 𝑥) = 
= 𝐹. 𝑥. (1 −
𝑎
𝑙





Nosník se dvěma pohyblivými břemeny 
navzájem spojitými. [4] 
Předpokládáme, že nosník má převislé 
konce, takže výsledníce R, může působit 




𝑅 = 𝐹1 + 𝐹2 (139)  
Reakce: 
𝑅𝐴 = 𝑅.
𝑙 − 𝑎1 − 𝑥
𝑙
 (140)  





. (𝑙 − 𝑎1)
2 (141)  
je ve vzdálenosti: 
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 od A (142)  





. (𝑙 − 𝑎2)





 od A (144)  
Ohybové momenty pod F1  a F2  se mění podle nestejných parabol se svislými osami ve  
vzdálenostech x0´ a  x0´´. První má rozpětí l – a1  od A a druhá l – a2  od B.  
Pro výpočet průřezu nosníku použijeme většího z momentu Mmax´   a Mmax´´. 
Pokud∶ 
𝐹1 = 𝐹2 = 𝐹 (𝑡. 𝑗. při 𝑅 = 2. 𝐹;  𝑎1 = 𝑎2 =
𝑎
2
) (145)  









 (146)  
  
 
Obr. 42 Uvolnění nosníku 25 
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 (149)  
  
 
























𝑏 + 2. 𝑐
2. 𝑙
 (152)  
𝑅𝐵 = 𝑄.
2. 𝑎 + 𝑏
2. 𝑙
 (153)  
Nejbezpečnější (místo C) je ve vzdálenosti: 
Obr. 43 Uvolnění 
nosníku 26 
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+ 𝑎 = 𝑎 +
𝑏. (𝑏 + 2. 𝑐)
2
 (154)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑅𝐴 [𝑎 +
𝑏. (𝑏 + 2. 𝑐)
4. 𝑙










𝑄1. (2. 𝑙 − 𝑎) + 𝑄2. 𝑏
2. 𝑙
 (156)  
𝑅𝐵 =
𝑄1. 𝑎 + 𝑄2. (2. 𝑙 − 𝑏)
2. 𝑙
 (157)  
Je-li 𝑅𝐴 < 𝑄1 , je:  
 





 (158)  
 






 (159)  
(Místo ve vzdálenosti od A):  
 






 (160)  





 (161)  
(V místě ve vzdálenosti od B):  
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 (162)  
 
Obr. 46 Uvolnění nosníku 29 
𝑅𝐴 = 𝑄.
𝑎 + 2. 𝑏
2. 𝑙
 (163)  
𝑅𝐵 = 𝑄.
𝑎 − 2. 𝑐
2. 𝑙
 (164)  




+ 𝑏 (165)  




 (166)  




 (167)  
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𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝑄
2
 (168)  
Nebezpečné místo může být buď v A a B nebo v místě C uprostřed nosníku, neboť v nich 














. (𝑏 − 2. 𝑎) (170)  
Načež do pevnostní podmínky dosadíme číselně největší absolutní hodnotu. 
Je-li l = 4.a, je b = 2.a a MC =0 
Prohnutí uprostřed nosníku: 
𝑦 =
𝑞. 𝑏2. (24. 𝑎2 − 5. 𝑏2)
384. 𝐸. 𝐼
 (171)  
Prohnutí na obou koncích: 
𝑦´ =
𝑞. 𝑎. (3. 𝑎3 − 𝑏3 + 6. 𝑎2. 𝑏)
24. 𝐸. 𝐼
 (172)  




. (√2 − 1) = 0,207. 𝑙 (173)  




. (3 − 2. √2) = 0,0214. 𝑄. 𝑙 (174)  
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. 𝑄 (176)  













 (179)  
Je ve vzdálenosti od podpory A: 
𝑥0
´ = 0,5193. 𝑙 (180)  
 
Obr. 48 Úplné uvolnění nosníku 31 
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Obr. 51 Úplné uvolnění nosníku 34 
𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝑄
2








 (183)  
 Uprostřed nosníku. 
 
 
𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝑄
2
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(4. 𝑅𝐴 − 𝑄1.
𝑥0
𝑙
) (191)  




. (− 𝑄1 + √𝑄1
2 + 4. 𝑅𝐴. 𝑄2) (192)  







𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝑄
2
 (187)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑄.
8. 𝑎2 + 3. 𝑏. (4. 𝑎 + 𝑏)
24. (𝑎 + 𝑏)
 (188)  
Obr. 52 Úplné uvolnění nosníku 35 
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𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝐹 + 𝑄
2
 (193)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 =
(2. 𝐹 + 𝑄). 𝑙
8
 (194)  
𝑦𝑚𝑎𝑥 =
(8. 𝐹 + 5. 𝑄). 𝑙3
384. 𝐸. 𝐼
 (195)  
 Uprostřed nosníku. 
 
 






















 (198)  
 Je v místě ve vzdálenosti: 
𝑅𝐴
𝑞




= 𝑎; 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑅𝐴. 𝑎
2
   (199)  
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Protože výraz pro ymax je velmi složitý, uvádějí se zde výrazy pro prohnutí y (v místě C) a pro 
prohnutí y´uprostřed nosníku, která se od ymax o mnoho neliší. 
𝑦 =
𝑎. 𝑏
24. 𝐸. 𝐼. 𝑙
[8. 𝐹. 𝑎. 𝑏 + 𝑄. (𝑙2 + 𝑎. 𝑏)] (201)  
(v místě C) 




[𝐹. 𝑏. (3. 𝑎2 + 6. 𝑎. 𝑏 − 𝑏2) +
5
8
. 𝑄. 𝑙3] (202)  
Uprostřed nosníku; při a < b se zamění v tomto vzorci a s b.  
 
2.2 PŘÍKLADY NOSNÍKŮ STATICKY NEURČITÝCH 











. 𝐹 (203)  
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. 𝐹. 𝑙 (206)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝐴 =
3
16







 (208)  





𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝐹
2




 (210)  
 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶 =
𝐹. 𝑙
8








≤ 𝑊𝑑𝑜𝑣 (213)  
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Obr. 57 Úplné uvolnění nosníku 40 







𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
5
16




. 𝐹 (215)  
𝑀1 = 𝑀2 =
5
32















𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
7
20
. 𝐹 (219)  
 𝑅𝐶 = 𝑅𝐷 =
23
20
. 𝐹 (220)  
 𝑀1 = 𝑀3 =
7
40
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𝑀𝐶 = 𝑀𝐷 = −
3
20




. 𝐹. 𝑙 (223)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑀1 = 𝑀3 =
7
40
. 𝐹. 𝑙 ≤ 𝑊𝑑𝑜𝑣 (224)  























. 𝑄. 𝑙 (228)  




. 𝑙 (229)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝐴 =
1
8




 (231)  
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(v místě ve vzdálenosti 0,4215.l od B). 
 
 
𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
𝑄
2






















 (237)  
 Uprostřed nosníku. 
 
 
Obr. 61 Úplné uvolnění nosníku 44 
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𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
3
8




. 𝑄 (239)  
𝑀1 = 𝑀2 = −
9
128
. 𝑄 (240)  








 (242)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝐶 =
𝑄. 𝑙
8






𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 =
2
5
. 𝑄 = 0,4. 𝑄 (244)  
𝑅𝐶 = 𝑅𝐷 = 1,1. 𝑄 (245)  
𝑀1 = 𝑀3 = −0,08. 𝑄. 𝑙 (246)  
 Ve vzdálenosti od A a B: 
𝑥0 = 0,4. 𝑙 (247)  
𝑀𝐶 = 𝑀𝐷 = 0,1. 𝑄. 𝑙 (248)  
𝑀2 = −0,025. 𝑄. 𝑙  (249)  
𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝐶 = 𝑀𝐷 = 0,1. 𝑄. 𝑙 ≤ 𝑊𝑑𝑜𝑣 (250)  
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 (262)  
Obr. 64 Průřez čtvercové tyče 2 [6] 
Obr. 65 Průřez obdelníkové tyče  [6] 
Obr. 66 Průřez trojúhelníkové tyče [6] 
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𝐵.𝐻3 − 𝑏. ℎ3
12
 (267)  
𝑊𝑜 =
𝐵.𝐻3 − 𝑏. ℎ3
6. 𝐻





3 − 𝑏. ℎ3 + 𝑎. 𝑒2
3) (269)  
𝑒1 =
𝑎.𝐻2 + 𝑏. 𝑡2
2(𝑎. 𝐻 + 𝑏. 𝑡)
 (270)  








 (273)  
   Obr. 67 Průřez kruhové tyče [6] 
     Obr. 68 Průřez tyče 3 [6] 
       Obr. 69 Průřezy tyčí 4 [6] 










Na základě zadání byla vypracována rešerše staticky určitých a neurčitých nosníků. 
V první části byly popsány dílčí přístupy k jednotlivým metodikám výpočtů. 
Nejprve byla popsána metoda obecného přístupu výpočtu průhybu a natočení, následně 
přístup k výpočtu pomocí Castiglianovy věty a nakonec byla definována metoda za základě 
principu energie napjatosti. Tato část byla rozšířena o grafickou podobu jednotlivých řezů, 
chrakterizující uvolněné částí tělesa. 
V další kapitolu charakterizují jednotlivé typy nosníků doplněné o výpočty průhybů a 
natočení. Tyto deformace byly znázorněny v grafické 2D podobě u vyobrazených nosníků.     
Poslední kapitolou byl seznam kvadratických momentů a průřezových modulů u nejčastěji 
používaných průřezů, které jsou nedílnou součástí výpočtů a také zde byla popsána metoda 
využití Steinerovy věty. 
Práce byla zhotovena jako podpůrný studijní materiál a jsem přesvědčen, že bude 
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ  
 
SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
a, b, c, d [m] Délka(vzdálenost) 
A,B,C,D [-] Vazby 
E [Mpa] Modul pružnosti 
e1, e2 [N.m] Momentová ramena 
F [N] Osamělá působící síla 
I [m4] Osový kvadratický moment 
l [m] Délka 
MA, MB, MC, MD [N.m] Moment vztažený k bodu 
Mmax [N.m] Maximální ohybový moment 
Mo [N.m] Ohybový moment 
MOI, MOII, MOIII [N.m] Moment vztažený k řezu  
N [N] Normálová síla 
q [N.m-1] Liniová síla 
Q [N.m-1] Spojité zatížení 
R [N] Silová výsledníce 
r [m] Poloměr 
RA;B;C;D [N] Reakční síly ve vazbách 
RAx [N] Reakční síla ve vazbě A s ve směru x 
RAy [N] Reakční síla ve vazbě A s ve směru y 
S [m2] Obsah 
t [-] Těžiště 
T [N] Posouvající síla 
W [J] Energie napjatosti 
Wo [m3] Průřezový modul 
x; xo [m] Délka řezu 
y [m] Průhyb 
y1, y2 [m] Průhyb v bodech 
φ, α [rad] Natočení 
ℵ1 - 1. část rovnice 35 
ℵ2 - 2. část rovnice 35 
 - Obecná silová soustava 
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SEZNAM OBRÁZKŮ  
 
SEZNAM OBRÁZKŮ 
Obr. 1 Částečné uvolnění nosníku 1 s VVÚ 
Obr. 2 Částečné uvolnění nosníku s posouvající silou 
Obr. 3 Úplné uvolnění nosníku 2 s VVÚ 
Obr. 4 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 1. 
Obr. 5 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 2. 
Obr. 6 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 3. 
Obr. 7 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 4. 
Obr. 8 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 1. 
Obr. 9 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 2. 
Obr. 10 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 3. 
Obr. 11 Úplné uvolnění nosníku 2 řez 4. 
Obr. 12 Úplné uvolnění nosníku 3 s VVÚ 
Obr. 13 Úplné uvolnění nosníku 3 řez 1. 
Obr. 14 Úplné uvolnění nosníku 3 řez 2. 
Obr. 15 Úplné uvolnění nosníku 4 
Obr. 16 Úplné uvolnění nosníku 4 řez I. 
Obr. 17 Úplné uvolnění nosníku 4 řez II. 
Obr. 18 Úplné uvolnění nosníku 4 řez I. 
Obr. 19 Úplné uvolnění nosníku 4 řez II. 
Obr. 20 Úplné uvolnění nosníku 5 
Obr. 21 Úplné uvolnění nosníku 5 řez I. 
Obr. 22 Úplné uvolnění nosníku 5 řez II. 
Obr. 23 Částečné uvolnění nosníku 6 
Obr. 24 Částečné uvolnění nosníku 7 
Obr. 25 Částečné uvolnění nosníku 8 
Obr. 26 Částečné uvolnění nosníku 9 
Obr. 27 Částečné uvolnění nosníku 10 
Obr. 28 Částečné uvolnění nosníku 11 
Obr. 29 Částečné uvolnění nosníku 12 
Obr. 30 Částečné uvolnění nosníku 13 
Obr. 31 Částečné uvolnění nosníku 14 
Obr. 32 Částečné uvolnění nosníku 15 
Obr. 33 Úplné uvolnění nosníku 16 




  59 
 
SEZNAM OBRÁZKŮ  
 
Obr. 35 Úplné uvolnění nosníku 18 
Obr. 36 Úplné uvolnění nosníku 19 
Obr. 37 Úplné uvolnění nosníku 20 
Obr. 38 Úplné uvolnění nosníku 21 
Obr. 39 Úplné uvolnění nosníku 22 
Obr. 40 Úplné uvolnění nosníku 23 
Obr. 41 Úplné uvolnění nosníku 24 
Obr. 42 Úplné uvolnění nosníku 25 
Obr. 43 Úplné uvolnění nosníku 26 
Obr. 44 Úplné uvolnění nosníku 27 
Obr. 45 Úplné uvolnění nosníku 28 
Obr. 46 Úplné uvolnění nosníku 29 
Obr. 47 Úplné uvolnění nosníku 30 
Obr. 48 Úplné uvolnění nosníku 31 
Obr. 49 Úplné uvolnění nosníku 32 
Obr. 50 Úplné uvolnění nosníku 33 
Obr. 51 Úplné uvolnění nosníku 34 
Obr. 52 Úplné uvolnění nosníku 35 
Obr. 53 Úplné uvolnění nosníku 36 
Obr. 54 Úplné uvolnění nosníku 37 
Obr. 55 Úplné uvolnění nosníku 38 
Obr. 56 Úplné uvolnění nosníku 39 
Obr. 57 Úplné uvolnění nosníku 40 
Obr. 58 Úplné uvolnění nosníku 41 
Obr. 59 Úplné uvolnění nosníku 42 
Obr. 60 Úplné uvolnění nosníku 43 
Obr. 61 Úplné uvolnění nosníku 44 
Obr. 62 Úplné uvolnění nosníku 45 
Obr. 63 Průřez čtvercové tyče 1 
Obr. 64 Průřez čtvercové tyče 2 
Obr. 65 Průřez obdelníkové tyče 
Obr. 66 Průřez trojúhelníkové tyče 
Obr. 67 Průřez kruhové tyče  
Obr. 68 Průřez tyče 3 
Obr. 69 Průřezy tyčí 4 









Příloha 1  Typy konstrukčních nosníků    AutoCAD  
